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1. Sachteill

In diesem Sadhteil sollen die mathematischen Grundagen der Wahrscheinlichkeit gelegt werden.
Im Wesentlichen orientiereich mich hierbel an [Stochastik M S 2].

1.1. Grundlagen des Zufallexperiments

Obwohl nicht Kern dieser Ausarbeitung, ist ein Zufallexperiment doch Grundage der Wahrschein-
lichkeit. Daher hier einige Grundagen zur Referenz:

(1) Definition: Ein Vorgang ist genau dann ein Zufall experiment, wenn:
1) von allen mogichen Ergebnissen genau eines eintritt
ii) alle moglichen Ergebnisse bekannt sind,

iii )vor Ablauf des Vorganges es nicht mdglich ist, vorherzusagen, welches Ergebnis der Vorgang
haben wird.

(2) Definition: Eine nicht leae Menge von Ergebnissen eines Zufallexperiments ist genau dann die
Ergebnismenge, wenn
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1) die Ergebnisse sich gegenseaitig auschliel3en (paaweise disunkt sind)

i) die Ergebnismenge vollsténdig ist (es gibt kein mogiches Ergebnis, dass nicht in der Ergeb-
nismenge ist)

(3) Folgerung: Die Ergebnismenge ist eindeutig bestimmt.

(4) Bezechnumy: Die Ergebnismenge wird ab sofort mit .2 und ihre Elemente mit ¢« bezeichnet
werden.

(5) Bezeichnung: Eine Teilmenge A der Ergebnismenge ist ein Ereignis. Wenn ein Ergebnisw € A
auftritt, so sagt man: ,Das Ereignis A ist eingetreten”.

(6) Folgerung: Die leee Menge & und die Ergebnismenge 2 sind Ereignisse.
(7) Folgerung: Die Potenzmenge P(£2) ist die Menge aler Ereignis<.

(8) Schreibweise: Das Ereignis ,,A undB* wird as, ANB", das Ereignis A oder B* als,,AUB* und
das Ereignis , nicht A* als A bezechnet.

(9) Bezechnury: Gilt fir A, B € P(Q2), dassANB=#, so heil’en A undB unvereinbar.

(10) Definition: Ein Zufallexperiment ist genau dann ein Laplace-Experiment, wenn die einzenen
Ergebnisse mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten. Dieses kann nur durch eine Laplace-An-
nahme angenommen werden.

1.2. Relative Haufigkeit

(1) Definition: Sel A ein Ereignis bei einem Zufall experiment. Tritt nach n Versuchen das Ergebnis
k-mal auf, so nennt man den Quotienten h,(A): :% die relative Haufigkeit des Ereignisses A

bei den n Versuchen. Dabei ist zu betonen, dass h,(A) von der Versuchsfolge abhéngt, was die
Bezeachnurmg nicht aussagt.

(2) Folgerungen: Folgende Folgerungen lassen sich ableiten:
i) 0<h,(A)<1,

i) h,(€Q)=1,

i) h,(&)=0,

iv) h,(AUB)=h,(A)+h,(B), wenn AUB=8 ,
v) h(A)=1-h,(A) .
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(3) Beispid: Der Computer generiert per Zufall sgenerator drei mal 1000 Zahlen. Das Zufall expe-
riment ist, ob die generierte Zahl geradeist. Angezegt wird h, (A): 2% :
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(4) Empirisches Gesetz der groRen Zahlen: Fiir die relative Haufigkeiten h,(A) eines Ereignisses
A beobadhtet man:

1) Mit wadhsender Zahl n von Versuchen schwankt die relative Haufigkeit immer weniger um eine
Zahl p.

i) Mit groRer Sicherheit ist der Quotient h,(A) fiir groRes n ein guter Naherungswert fiir p.

Warnung: Die Bildung Grenzwertbildung von h,(A) um eine Wahrscheinlichkeit p zu definieren
ist unzulssg, dadie Funktion h,(A) nicht notwendigerweise konvergiert! Folgendes darf deshalb

nicht geschrieben werden: 1'12 ha(A) |

(5) Interpretationsregel: Die Zahl p besagt, dassin einer langen Serie von n Versuchen das Ereignis
A ungefdhr n- p-mal eintreten wird.

1.3. Wahrscheinlichkeit

(1) Axiomensystem von Kolmogorow: Sei {2 eine endliche Ergebnismenge eines Zufallexperi-
ments. Eine Funktion P:P(£2)—R ist genau dann ein Wahrscheinli chkatsmalf3 wenn gilt:

i) VAer(Q): P(A)=0

i) P(Q)=1

iii) VA BEP(Q): ANB=0 =P(AUB)=P(A)+P(B)

Die Zahl P(A) heil3t Wahrscheinlichkeit des Ereignisss A.

(2) Bemerkung: Das Axiom iii) kann auch wie folgt notiert werden:

ii*) VANA=8 frizj: P(kLnJlAk)zz P(A)
= k=1
(3) Satz: Eine Funktion P:P(£2)—R ist genau dann ein Wahrscheinlichkeitsmal3, wenn gilt:

) Vi=1,.,N: P(w,)=0
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i) P(w,)+..+P(wy)=1
) VACQ, A0 P(A)=D. P(w)

wEA

i

iv) P(&)=0

(4) Bezachnum: Ist £2 eine Ergebnismenge und P ein Wahrscheinlichkeitsmald auf ?(£2), so nennt
man das Paa ({2, P) einen Wahrscheinlichkeitsraum.

(5) Folgerungen: Es gelten folgende Rechenregeln:

i) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

i) P(A)=1—P(A)

iiil) AcB=P(A)<P(B)

(6) Das shwadie Gesetz der groRen Zahlen: In einer langen Serie von n Versuchen strebt die
Wahrscheinlichkeit, dassdie relative Haufigkeit h, (A) um weniger als eine beliebige positive
Zahl € von P(A) abweicht, gegen 1.
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2. Didaktik

2.1. Allgemeine Voriuberlegung en

Jeder Unterricht und somit auch der Mathematikunterricht soll eine Verbindurg zwischen dem
Schiler und einer Sache, im Mathematikunterricht der Mathematik, herstellen. Dabei hat der Leh-
rer die Aufgabe, sowohl die Schiler als auch die Sadhe zu befragen. Auch wenn der Lehrer dabel
eine Auswahl in der Sadhe trifft, so mussdoch der Schiller mit der Sache selber in Kontakt kom-
men koénnen und nicht nur mit einem didaktischen Extrakt. Es ist also in den folgenden didakti-
schen Uberlegungen darauf zu adhten, dassnicht Dinge, die die Sache fordert, unterschlagen wer-
den, so wie genauso wenig auf¥er Acht gelassen werden darf, dass der Schiler die Sade fasen
kann.

Es gibt eine Idee die der Mathematik zugrunce liegt, die sich im Grunde durch die ganze Mathe-
matik durchzieht. Sie ist gleichsam Legitimation der Mathematik, indem sie die Nitzlichkeit von
Mathematik aufzeigt, auf der anderen Seite aber auch eine Zurechtweisung in ihre Schranken, in-
dem sie ihre Grenzen markiert. Diese Ideeist in folgendem Schema ([ Suts Mathematik als Werk-
zeug]) gut zusammengefasd:

Mathematisches
Modell

> A

Mathematische
Uberlegungen

Reales Modell athematisieren

Idealisieren
Strukturieren
Vereinfachen

Préazisieren

-
Reale Situation Anwenden
Interpretieren

Mathematische
Resultate

Realitat Mathematik

Die Wahrscheinlichkeitsrechnurg als eine der jingeren Fadhgebiete der Mathematik, die in der
Schule behandelt werden (im Gegensatz z. B. zur Geometrie, Algebra, ...), ist ein Teilgebiet, bei der
diese Sichtweise sehr hilfreich ist, da sie sich selber so prasentiert: Man beobadtet eine reale Si-
tuation (wie z.B. das Ziehen einer Karte aus einem Skat-Kartenspidl), idealisiert dies (indem man
z.B. aufler Acht |&l3t, dassaus Versehen mehrere Karten auf einmal gezogen werden), fasd diesin
ein mathematisches Modell (durch Laplace-Annahme und die Kolmogarow-Axiome die Festset-
zung der Wahrscheinlichkeit auf 0.03125 dassene bestimmte Karte gezogen wird) und interpre-
tiert diese auf die Redlitdt an. Wenn der Schiiler dies kennt und anwenden kann, wird er auch die
Wahrscheinlichkeitsrechnurg besser verstehen konnen.

Also ist das Besprechen und Immer-wieder-darauf-zuriickkommen auf diese Ideevon der Sadhe her
undvom Schiler her nitzlich undgut.

2.2. Wahrscheinlichkeit

Bevor es an die Wahrscheinlichkeit geht, ist die Klarung der Begriffe des Bereiches Zufall experi-
ment notwendig, da die Wahrscheinlichkeit darauf in hohem Mal3e aufbaut. Dazu verweise ich auf
den Vortrag von Christoph Ungruhe.

Wichtig ist es, mit dem Schiler den Begriff der Wahrscheinlichkeit zu kl&ren. Durch einen Unter-
richt mit einem hohen Gespracdhsanteil, der durch Unterrichts-Diskussonen bzw. Gruppendiskus-
sionen, die ihre Ergebnisse vortragen, gewahrleistet werden kann, kénnen Schilervorstellungen
Uber den Begriff ,, Wahrscheinlichkeit® mit dem Verstdndns der Mathematik von Wahrscheinlich-
keit in Einklang gebradit werden. Die Eckpunkte die den Begriff , Wahrscheinlichkeit” in der Ma-
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thematik definieren, sind durch die Axiome von Kolmogorow formuliert. Dabel ist folgendes
wichtig:

* Eine Wahrscheinlichkeit gehdrt zu einem Zufall experiment
* Eine Wahrscheinlichkeit ist ein numerischer Wert
* Eine Wahrscheinlichkeit mochte eéne Aussage Uber die Realitét treffen

« Eine Wahrscheinlichkeit (bis auf die Ausnahme des sicheren Ergebnisses) gibt keine Garantie
fUr das Eintreffen eines Ereignisses

» Wahrscheinlichkeiten sind so gewahlt, dassman mit ihnen sinnvoll rechnen kann.

Diese Punkte sind in den drei Kolmogarow-Axiomen wie folgt formuliert: In den Voraussstzungen
wird geklart, dass eine Wahrscheinlichkeit eine Zahl fur Ereignise eines Zufall experiments ist,
Axiom i) undii) enthalten die Normierung der Wahrscheinlichkeiten und das Axiom die Additivi-
téat von Wahrscheinlichkeiten. Die Ideg die dahinter steckt ist in dem oben genannten Schema
verdeutlicht und stellt somit den Realitétsbezaug her. Begriffe wie ,,wahrscheinlich®, ,unwahr-
scheinlich®, ,,unmdglich* und, sicher* in Beaug auf Ereignisse eines Zufall experiments lassen sich
nach der Klarung des Begriffes der Wahrscheinlichkeit einfach erklaren: Ein Ereignis ist sicher,
wenn die Wahrscheinlichkeit maximal (also gleich 1) ist, unmdglich, wenn sie minimal (also gleich
0) ist, wahrscheinlich, wenn es wahrscheinlicher ist, dasses eintritt als dasses nicht eintritt (grof3er
als 0,5) und entsprechend unwahrscheinlich, wenn es wahrscheinlicher ist, dasses nicht eintritt als
dasses eintritt (kleiner as0,5).

2.3. 1/2, 50%, 1:1 oder 0,5?

Bevor man sich daran madien kann, das Wissen tber die Wahrscheinlichkeit in einem Axiomen-
system zu formulieren, sollte man dartiber gesprochen haben, in was fur einer Zahldarstellung
Wahrscheinlichkeiten notiert werden. Dabel sollte man zu dem Ergebnis kommen, dasses auf die
Zahldarstellung nicht ankommt sondern auf deren sinnvolle Verwendurg. Manchmal sind Briiche
sinnvoll, manchmal Prozente, manchmal Dezamalzahlen und manchmal auf die Darstellung als
»1:1%. Dabel mussaber klar gemadt werden, was man unter ,1:1* versteht, vielleicht anhand die-
ser Abbildung:

f:INXIN—(R,RR)
e aE:! b
ab=f (a, b)_(a+b’ a+b)
Dabel sind die beiden Eintrdge des Vektors die Wahrscheinlichkeiten der beiden Ereignisse in
Bruchzahldarstellung.

2.4. Axiomensystem

Die Wahrscheinlichkeitsrechnurg fordert, dassim Behandeln der Wahrscheinlichkeit das Wissen
uber die Wahrscheinlichkeit in einem Axiomensystem formuliert wird. Ohne dieses kann man in
der Mathematik nicht weiter voranschreiten im Bereich der Wahrscheinlichkeit, da auf ihm die
ganzen weiteren Ergebnise und Satze der Wahrscheinlichketsrechnurg beruhen. Auch fur den
Schiler ist eswichtig. Zum einen ist es ein wesentliches PuzZeteil in Beaug auf das oben genannte
Schema, zum zweiten gibt es Anlass das vorhandene und erarbeitete Wissen zu prazisieren und @s
Wesentliche zu abstrahieren und zum dritten fordert es sein Versténdns der Wahrscheinlichkeits-
rechnurg immens: Wenn dies nicht grindich behandelt wird, kann es dazu fihren (undfihrt esin
der Praxis leider auch allzu oft), dass die Wahrscheinlichkeitsrechnurg fur ihn etwas mystisches,
unbegreifliches hat. Besonders fur gute Schiler kénnte das eine Gefahr sein, die ohne Anleitung
des Lehrers ahnen, dassda etwas zu prézisieren und formulieren sei, was sie jedoch aleine nicht
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konnen. Dies konnte ein Grund dafUr sein, dass Lehrer der Meinung sind, dass Wahrscheinlich-
keitsrechnurg eben nichts fur die Schule sai, weil die Ergebnisse unberechenbar seien. Ohne eine
Ausformulierung und ein Verinnerlichen dieses Axiomensystems bleibt es auch eher Glickssade,
dassman die rechte Ideefir die Losung einer Aufgabe bekommt, wahrend man mit diesem Axio-
mensystem systematisch und ohne eine Ideean eine Aufgabe rangehen kann und so viel sicherer zu
einer LGsung in Stressstuationen (wie eéner Klassenarbeit, etc.) kommen kann.

Dabei ist es auch wichtig, dassdieses Axiomensystem nicht einfach vom Himmel féllt sondern von
den Schilern gemeinsam durch Prazisierung und Abstraktion selbst erarbeitet wird. So Uberdenken
und erganzen sie zum einen noch mal ihr eigenes Wisen, sind im Sinne eines handlungsorientier-
ten und konstruktivistischen Unterrichts aktiv an der Erarbeitung beschéaftigt und lernen zu guter
letzt ein wichtiges Stlick Mathematik kennen bzw. Gben sich inihm.

Es konnte noch hilfreich sein, diese Prézisierung und Abstraktion anhand eines typischen Beispiels
zu erarbeiten, wie etwa dem Ziehen einer Karte aus einem Skat-Kartenspiel. Der Schiler sollte
dieses Beispiel kennen, auch einige Aufgaben mit ihm sich Uberlegt haben, so dasser anhand die-
ses Beispiels sich die Forderungen verdeutlichen kann. Hierbel ist es aber auch wichtig, darauf zu
adhten, dass die Gedanken des Schilers nicht in einem Laplace-Experiment verhaftet bleiben,
sondern dasser sich mit vor Augen hélt, dasses auch andere Zufall experimente gibt, die nicht mit
einer Laplace-Annahme gel6st werden kénnen (wie z.B. das Experiment, welcher der Jungen der
Klase enen 100m-Lauf gewinnt).

2.5. Exkurs: Wahl des rechten Axiomensystems

Im Rahmen meines Literaturstudiums bin ich auf verschiedenen Formulierungen des Axiomensys-
tems gestol3en. Diese sind:

1. [Wahrscheinlichkeit-Schiiler]
gw  A0< P(E)<1

8A é\é\(/\(Elx"’ E,x) - P(E;)=P(E,))

X

55 A()Sx-P(S)=1)

8OE /\/\(_'\X/(E1X/\E2X) - P(E,VE,)=P(E,)+P(E,))

E,E,
Dabel sind de Buchstaben so gewahlt, dassman etwas mit ihnen asozii eren kann:
W2 Funktionswert, A= Aquivalente Eigenschaften, S2sicheres Ergebnis, OE2 oder-Eigenschaft.
2. [Athen Wust]

Al  DieEreigniss gehdren einem Ereignisraum an.
All  P(E)>0
Alll P(S)=1

AV  P(E,UE,)=P(E))+P(E,),E,NE,= @

3. [Stochastik MS 2]

i) Y Aer(Q): P(A)=0

i) P(Q)=1

i) YV A Ber(Q): AnNB=0=P(AUB)=P(A)+P(B)
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) Vi=1,..,N: P(w;)=0
i) Plw,)+...+P(w,)=1
i) YV AcQ,A+0: P(A)= Z P(w)

iv) P(@)=0

Diese Axiomensysteme stehen vor unterschiedlichen Hintergriinden. Welches man waéhlt, sollte
man davon abhéngig macden, was die Schiler kdnnen und verstehen. Zur Hilfe hier einige Hin-
weise, was fur Grundagen fur die enzdnen Axiomensysteme nétig sind:

1. [Wahrscheinlichkeit-Schler]

Dieses Axiomensystem baut auf der Pradikatenlogik auf. Das Eintreten eines Ereignisses wird als
Pradikat notiert. Deshalb ist auch das Axiom 8A notwendig: Wahrend es bei Zahlen ein logisches
Grundaxiom ist, dass Vx, y: x=y=f (x)=f (y), muss dies bei Eigenschaften nicht notwendi-
gerweise gelten. Daher muss dieses axiomatisch gefordert werden. Auf der anderen Seite kann
diese Notation dem Schiler einleuchtender sei, da sie die Quantoren explizit hinschreibt.

2. [Athen WusY]

Diese Notation ist wohl die in der Schule gebrauchlichste von den dreien. Sie ist mengentheore-
tisch notiert ohne jedoch kompliziertere Konstrukte wie die Potenzmenge zu verwenden. Dass
Axiom A | ist an deser Stelle jedoch unibich, normalerweise @scheint esin den Vorausstzungen.

3. [Stochastik MS 2]

Diese beiden Axiome sind auch mengentheoretisch notiert, jedoch auf einer abstrakteren Basis.
Anstelle eines S fUr das sichere Ergebnis ist hier die Ergebnismenge {2 notiert. Auch wird das
Konstrukt der Potenzmenge, der Menge aller Teilmengen verwendet. Dies konnte fur Schiler pro-
blematisch werden, wenn er mit dem Umgang der Mengentheorie nicht sehr vertraut ist. Kennt er
sich jedoch darinnen aus, ist es eine gute Sache, weil allgemeiner gehalten.

2.6. Folgerungen und Satze aus dem Axiomensystem

Wahrend man das Axiomensystem erarbeitet wird deutlich, dass es Eigenschaften von Wahr-
scheinlichkeiten gibt, die aus dem Axiomensystem folgen, die man nicht mit aufnehmen musde,
weil sie beweisbare Sitze sind. Zur Ubung im Umgang mit dem Axiomensystem, zum besseren
Verstandnis und zur Ubung mathematischer Vorgehensweisen wére es nun an der Zeit, die Folge-
rungen (5) aus dem Axiomensystem zu formulieren und lickenlos zu beweisen. Der Satz (3) ist
meines Eradchtens nach ist jedoch nicht so notwendig, die einzdnen Punkte als Folgerungen aus
dem Axiomensystem jedoch schon. Ich kdnnte mir aber z.B. sehr gut vorstellen, dassman P(&)=0
mit dem Axiomensystem als Hausaufgabe beweisen lasg und dann in der darauf folgenden Stunde
Gruppendiskussonen startet, die diese Hausaufgabe diskutiert, als Impuls in die Gruppendiskus-
sion sollte man dann vielleicht fiktive Schileraulierungen bzw. -I6sungen geben, die die Diskusgon
starten konnten.

Um den Bereich Wahrscheinlichkeit zum Abschluss zu bringen und etwa zur relativen Haufigkeit
oder zur bedingten Wahrscheinlichkeit und der Kombinatorik tiberzugehen, sollte man die erarbei-
teten Dinge anhand verschiedenster Aufgaben Uben. Dann fihren die Schiler das oben genannte
Schema durch, vollziehen dadurch die dahinter steckende Idee nach und bauen ein operatives
Wissen auf, das se spéter in einer Klassenarbeit oder auch im Leben anwenden konnen.
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2.7. Zufallexperiment, Wahrscheinlichkeit, relative Haufigkeit?

[Stochastik MS 2] geht (so wie ich es auch in dem Sadteil anfangs getan habe) nadch der Reihen-
folge Zufall experiment, Wahrscheinlichkeit, relative Haufigkeit vor. [Wahrscheinlichkeit-Schiler]
jedoch geht in der Reihenfolge Zufall experiment, relative Haufigkeit, Wahrscheinlichkeit vor. Dies
sollte Anlal3 geben, dartiber nachzudenken, welche Reihenfolge sinnvoll ist fur die Schiiler.

Fest steht, dassvor der Wahrscheinlichkeit und vor der relativen Haufigkeit das Zufall experiment
steht. Beide bauen auf dem Zufall experiment auf, Zufall experimente sind elementare Bausteine von
beidem. Die Sache fordert also, dass man zuerst die Zufallexperimente behandelt. Auch fir den
Schiler ist es gut, braucht er hier doch kein grof3es mathematisches Vorwissen sondern kann da
abgeholt werden, wo er in der Regdl steht: Er kennt zahlreiche Zufall experimente aus seinem Alltag
und kann von sich selber aus prazisieren, was man sich darunter vorzustellen vermag.

In der Frage jedoch, ob danach die relative Haufigkeit oder die Wahrscheinlichkeit komnt, ist es
nicht so offensichtlich. Hier miissen wir genauer in der Sache schauen und auch den Schiler uns
genauer anschauen, was fur ihn praktikabel undgut ist.

Als erstes fallt auf, dass die Wahrscheinlichkeit nicht als Grenzwert der relativen Haufigkeit be-
schrieben werden kann. Dort steht:

Warnurg: Die Bildung Grenzwertbildung von h, (A) um eine Wahrscheinlichkeit p zu
definieren ist unzuléssg, dadie Funktion h,(A) nicht notwendigerweise konvergiert!

Folgendes darf deshalb richt geschrieben werden: M (A,

Als nadhstes fallt auf, dassdas schwade Gesetz der grof3en Zahlen 3.(6) erst im dritten Abschnitt
nach der Behandlung der Wahrscheinlichkeit formuliert wird. Dies ist (anders Ubrigens als
in [Stochastik MS 2]), da dort von Wahrscheinlichkeit geredet wird, die ja erst nach dem Behan-
deln von Wahrscheinlichkeit gefass werden kann!

Als weiteresist ein Problem, dassman — und wenn man noch so vorsichtig ist — das Erwahnen des
Wortes , Wahrscheinlichkeit® im Beaug auf relative Haufigkeit nur sehr schwer vermeiden kann
und aus Schilermunde sehrwahrscheinlich kommen wird. Es besteht die Gefahr, dass man mit re-
lativer Haufigkeit dem Schiller ein falsches Bild von Wahrscheinlichkeit entstehen 18sd.

Auf der anderen Seite ist es eher intuitiver, sich zuerst einmal die Realitdt anzuschauen, diese zu
beobadten, Versuchssrien zu maden, damit man sich ein Bild von dem Phénomen Zufall expe-
riment madien kann, um dieses dannin den Begriff der Wahrscheinlichkeit zu prézisieren.

Zu guter letzt wird es geschichtlich gesehen wohl auch eher so gewesen sein, dassman die Zufall -
experimente beobadtet hat, dies auf langere Zeit hin untersucht hat und sich Gedanken gemaadt
hat und dann darauf gekommen ist, dassman eben keinen Grenzwert relativer Haufigkeiten bilden
kann undsomit zu einem Axiomensystem gekommen ist, wie wir es heute kennen.

Ich bin jedoch der Meinung, das die in [Wahrscheinlichkeit-Schiler] vorgeschlagene Reihenfolge
sinnvoller ist. Sie entspricht der Sache und ist fur die Schiler in einer tieferen Verstehensweise
einfacher zu durchdringen. Auch wenn es an der Oberfladhe besser erscheinen koénnte, zuerst rela
tive Haufigkeit zu behandeln, dabei das Problem links liegen zu lassen, dasseine Grenzwertbildung
unmogdlich ist, und dann zur Wahrscheinlichkeit zu gehen, so ist doch eine tiefere und voll standi-
gere Verstehensweise der Sache an sich (und eben nicht eines didaktischen Extrakts), die Ziel des
Unterrichts sin sollte, viel schwieriger.
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3. Forschung

3.1. Zielgruppe

Das Zid der Forschung war es, festzustellen, wie gut Studenten, die am Anfang ihres Studiums
stehen und entweder Mathematik studieren oder dieses im Rahmen ihres Studiums belegen mis-
sen, Aufgaben, die die Wahrscheinlichkeit betreffen, [6sen konnen. Um dieses Zid zu erfillen habe
ich den Studenten der Veranstaltung ,,Analysis I, die auch in diesem Semester an der Universitét
Osnabrick unter Prof. Meyer-Nieberg angeboten wird, einen anonymen Test gestelt. Die Tell-
nahme war freiwillig, weswegen auch nur 71 der ca 130 Tellnehmer dieser Veranstaltung daran
teilnahmen. Die ,Analysis I“-Veranstaltung hat nichts mit Wahrscheinlichkeit zu tun, von daher
mOge bitte keiner auf die Idee kommen, die Ergebnis® - seien sie jetzt positiv oder negativ - auf
die Veranstaltung von Prof. Meyer-Nieberg zurtickzufihren. Ich méchte Prof. Meyer-Nieberg und
seinem Asgstenten Christian Moller jedoch ganz herzlich danken, dass sie sich bereit erklart ha-
ben, mich bel diesem Test zu unterstiitzen, und mir dazu sogar 15 Minuten der Vorlesungszet ge-
schenkt haben.

3.2. Test

Die Aufgaben des Tests sind nicht willkdrlich sondern bewuld® gewahlt, um zusétzlich Ver-
gleichsmoglichkeiten zu haben. Die erste Aufgabe habe ich von Christoph Ungruhe, der in seiner
Forschung, die er in der Sitzung vor mir vorgestellt hatte, Schiiler verschiedener Gymnasien getes-
tet hatte. Die letzten drei Aufgaben sind den Beispielaufgaben der Population 3 der TIMSS Studie
([TIMSSIII] — AbschluBdasen der Sekundarstufe 1l an algemeinbildenden und beruflichen
Schulen) entnommen, die fir einigen Wirbel gesorgt hat. Im Einzdnen sind das: Aufgabe 2) L10,
Aufgabe 3) L14 und Aufgabe 4) K11 in der jeweils offizidlen deutschen Ubersetzung. Zu den
Aufgaben kamen noch einige statistische Informationen, die ich zur spéteren Auswertung verwen-
det habe. Die Studenten hatten 20Minuten Zeit, um den Test zu |Gsen.

Hier im Kleinformat noch einmal der Test, wieihn de Studenten bekommen haben:

Anonymer Test zur Wahr scheinlichkeitsrechnung

Personliche Daten

Dieser Fragebogen soll anonym gelést werden. Deshalb geben Sie bitte einige Angaben tber sich Aufgabe 3:

selbst an, dasswir Ire Ang einardnen konnen: a) Tausend zuféllig ausgewahlte Personen wurden Uber ihre Rauch- und Trinkgewohnteiten be-

fragt. Die Resultate sind in der Tabelle zusammengestellt. Berechnen Sie die Wahrscheinli chkeit,

Alter: _ Studienrichtung dasseine aifallig gewahlte Versuchsperson raucht und trinkt.
Geschledht: Fachsemester: -
Rau- Nicht-Raucher
Haben Siein der Schule Mathematik als L eistungskurs belegt? OJa ONen cher
Ist Ihnen Wahrscheinli chkeitsrechnungin der Schule gelehrt worden? OJa ONen Trinker 320 530
Haben Siein ihrem Studium schonWahrscheinli chkeitsrechnung studiert? OJa ONen Nicht-Trin-
Aufgabe 1: ker 20 130 Antwort:

a) Ineiner (undurchsichtigen) Urne befinden sich 50 Kugeln: 49 schwarzeund eine weiR3e. Ein Spiel
geht folgendermalen: Zwei Personen ziehen abwedhselnd nacheinander ohre Zuriicklegen eine b) Bitte begriinden Sie kurz Ihre Antwort!
Kugel. Wer zuerst die weil3e Kugel zieht, hat gewonren.

Wiirden Sielieber al's Erster oder als Zweiter ziehen wollen?

O alsErser O alsZweiter O egal
Aufgabe 4:

b) Bitte begriinden Sie kurz Ihre Antwort! a) Ein Satz von 24 Karten ist mit pasitiven ganzen Zahlen von 1 bis 24 durchnummeriert. Die Kar-
ten werden gemischt, und eine Karte wird zuféllig gezogen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,
dassdie Zahl auf dieser Karte durch 4 oder 6 teil bar ist?

DA.% aosB. 2—54 ac. i DD.% OE %

Aufgabe 2:

a) Ein Warnsystem besteht aus zwei unabhéngigen Alarmanlagen, die bel einem Notfall mit den
Wahrscheinli chkeiten 0,95 bzw. 0,90 ansprechen. Suchen Sie die Wahrscheinli chkeit, dassin einem b) Bitte begriinden Sie kurz Ihre Antwort!
Notfall mindestens eine der Alarmanlagen anspricht.

OA. 0,995 0B.0,975 0cC. 0,95 0OD. 0,90 OE. 0855

. N . Vielen herzlichen Dank, dassSie sich den Aufwand gemacht haben, um bei diesem Test mitzuar-
b) Bitte begriinden Sie kurz Ihre Antwort! beiten.
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Dass die Aufgaben alle vom Typ multiple choice sind, hat mehrere Griinde, der Hauptgrund ist
wohl, dasssie leicht statistisch auszuwerten sind. Man muf3 nattirlich im Hinterkopf behalten, dass
"intelligentes Raten" auch zu Lésungen fihren kann, die as richtig bewertet werden, auch wenn
die Gedanken des Studenten vollkommen falsch gewesen sein mogen. Aus Griinden der Ver-
gleichbarkeit bin ich jedoch dabel geblieben und fabe die Aufgaben wort-wortlich Glernommen.

3.3. Losungen der Aufgaben

3.3.1. Aufgabe 1

Die L6sung ist, dasses egal ist. Fur diese Aufgabe gibt es zwei verschiedene Losungswege, die un-
terschiedlich schwierig sind.

Losungsweg 1. Wenn zwei Personen aus einer Urne mit 50 Kugeln jeweils abwechselnd eine Kugel
Ziehen, so endet jede Person mit 25 Kugeln. Ist nuneine der Kugeln weil3 unddie anderen schwarz,

so ist die Wahrscheinlichkelt, dassdie Kugel bel einer bestimmten Person ist, genau % . Somit ist

esegal, ob als erster oder als zweiter gezogen wird.

Ldsungsweg 2: Man kann sich den Vorgang als Baum bedingter Wahrscheinlichkeiten vorstellen.
In dem Fall ist die Wahrscheinlichkeit, dassdie aste Person die weil3e Kugel zieht

1 4948 1 4948 47 46 1 494847 21 1

Da die Summe der Wahrscheinlichkeiten 1 i, ist es demnach egal, ob man zuerst oder als zweiter
Zieht.

Losungsweg 3: Behauptung: Wenn in einer Urne eine gerade Anzahl ( 2-n) Kugeln liegen und ge-
nau eine davon andersfarbig ist und zwei Personen abwechselnd aus dieser Urne ziehen, so ist die

Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Person die andersfarbige Kugedl zieht, % :

Beweis (durch Induktion nach n):
n=1. Bei zwei Kugen ist die Wahrscheinlichkeit, dassdie Person, die als erste zieht, die anders-
farbige Kugel zieht, % . Demnadh ist fur die andere Person de Wahrscheinlichkeit auch % .

nd n+1: Wenn aus einer Urne mit 2-(n+1)=2-n+2 Kugeln zwei Kugeln gezogen sind und die
andersfarbige Kugel noch in der Urneist, so ist dieseine Urne mit 2-n Kugeln, fur die per Induk-
1
2
Ziehen. Es gibt noch zwei weitere Falle: Die Kugel wird im ersten Zug von der einen oder im zwei-

tionsvoraussetzung die Wahrscheinlichkeit fur beide Personen ist, die andersfarbige Kugel zu

undim

ten Zug von der anderen Person gezogen. Im ersten Fall ist die Wahrscheinlichkeit
2n+l 1 1
2n+2 22n+1 2n+2°
son de andersfarbige Kugd zieht

1 2n+1 2n 1 14+n 1

2ni2 2nt2 2ntl2 2n+2 2
und de Gesamtwahrscheinlichkeit, dassdie aveite Person die andersfarbige Kugel zieht

1
2:n+2
Somit ist die Gesamtwahrscheinlichkeit, dassdie erste Per-

zweiten Fall
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1 +2-n+1_ 2:n _1: 1+n _
2:n+2 2:n+2 2:n+l1 2 2:n+2

1
>
Da 50 eine gerade Zahl ist, gilt dieser Beweis fur unsere Aufgabe.

3.3.2. Aufgabe 2

Die Losung ist A. 0,995 Hier haben wir einen Fall von bedingter Wahrscheinlichkeit. Dieses zu
|6sen gibt es zwel verschiedene Losungswege, die jedoch fast identisch sind.

Losungsweg 1. Gesucht werden all die Féle, bel denen mindestens eine Alarmanlage anspricht.
Das sind die Félle A = dassdie erste anspricht, B = dassdie zweite anspricht und C = dassbeide
ansprechen. Die Wahrscheinlichkeiten sind: P(A)=0,950,1=0,095, P(B)=0,9-0,05=0,045,
P(C)=0,950,9=0,855. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten ist 0,095+0,045+0,855=0,995.

Ldsungsweg 2: Gesucht werden all die Félle, bel denen mindestens eine Alarmanlage anspricht.
Das ist genau dann der Fall, wenn nicht keine Alarmanlage anspricht, also die Differenz zwischen
dem sicheren Ereignis und dem, dass keine Anspricht. Die Wahrscheinlichkeit, dass keine an-
spricht ist 0,1-0,05=0,005. Demnadh ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine anspricht
1-0,005=0,995.

3.3.3. Aufgabe 3

DieLosung ist 32%.

Losungsweg: Die Anzahl derer, die rauchen und trinken, sind von 1000 Personen genau 320.

Demnad ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine der 1000 befragten Personen raucht und trinkt

320 32 8 .
1000 100 25 '

3.3.4. Aufgabe 4
DieLosungist D. 1/3.

Losungsweg: Es gibt von den Zahlen 1 bis 24 genau 6 Karten, die durch 4 teilbar sind, namlich {4,
8,12, 16, 20, 24}. Esgibt von den Zahlen 1 s 24 genau 4 Karten

3.4. Auswertung

3.4.1. Statistische Auswertung
Als erstes geht elne statistische Auswertung der Losungen an.
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Vergleichsdaten
Aufgabe 1 Aufgabe 2 | Aufgabe 3 Aufgabe 4 | Anzahl der Personen

TIMSSInternational 2% 51% 50%
TIMSSDeutschland 21% 42% 46%
Tl Méiai‘g;fmg”d: 15% 34% | 40%
TIMSSDeutschiand: 3% | 62% | 6%
Forschung Christoph 20% 129
Ungruhe
Forschung Christian Datzko
I nsgesamt 16% 45% 68% 62% 69
Mathematikstudenten 21% 41% 62% 62% 29
Mannlich 18% 52% 7% 67% 33
Weiblich 14% 3% 58% 58% 36
Schule LK 19% 51% 74% 66% 47
Schule GK 9% 3% 55% 55% 22
Vorgebil det 22% 56% 67% 64% 45
Nicht vorgebil det 4% 25% 71% 58% 24

In dieser Tabelle gibt die Prozentzahl die Wahrscheinlichkeit an, dass wenn ich einen Beliebigen
aus der Menge der gestesteten Personen ziehe, dieser die Aufgabe richtig gelost. In anderen Worten
ist dies die Losungswahrscheinlichkeit der Gruppe und Aufgabe.

Als letztes bleibt noch festzustellen, wie viele Studenten jeweils wie viele Prozent der Aufgaben
gelOst haben. Diesist in folgender Tabell e festgehalten:

0% 25% 50% 75% 1000
9 16 22 16 6

3.4.2. Genauere Betrachtung der Ergebnisse

Aufgabe 1: Bel der Betradhtung dieser Aufgabe féllt zuerst einmal auf, dassdas Ergebnisim Ver-
gleich zur Forschung von Christoph Ungruhe ziemlich schlecht ausgefallen ist. Festzuhalten ist
folgendes: Mathematikstudenten sind besser als der Durchschnitt, mannliche Studenten besser als
weibliche, Studenten, die den Leistungskurs Mathematik in der Schule hatten, sind bessr als die
mit Grundkus und digenigen, die Wahrscheinlichkeit in der Schule oder im Studium hatten, sind
bessr asdie, die e nicht hatten - hier hat sich die Ausbildung anscheinend gelohnt.

Aufgabe 2: Hier ist nun eine deutliche Verbessrung gegeniiber TIMSS festzustellen. Die Mathe-
matikstudenten sind allerdings diesmal schlechter als der Durchschnitt. Ansonsten das bekannte
Bild, vielleicht etwas scharfer noch: méannliche besser as welbliche, LK-Besucher bessr as GK-
Besucher undvorgebildete besser als nicht vorgebildete.

Aufgabe 3: Fur diese Aufgabe scheint kaum Verbesserungspotential vorhanden gewesen sein, auch
sind die Unterschiede zwischen den Gruppen diesmal nicht so stark. Mathematikstudenten sind
schlechter als der Durchschnitt, mannlich besser as weiblich, LK besser as GK, aber die nicht
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vorgebildeten sind kel dieser Aufgabe besser zurande gekommen als die vorgebildeten.

Aufgabe 4: Die letzte Aufgabe birgt auch kaum Uberraschungen. Kaum besser als die TIMSSEr-
gebnisse heben sich auch die Mathematikstudentenergebnisse nicht grof3 heraus. Ansonsten das
tbliche Bild: mannlich besser als weiblich, LK besser als GK und vorgebildet besser als nicht vor-
gebildet.

Zusammengefasd sind die Beobadhtungen folgende: Bei der Aufgabe 1 ist eine deutliche Ver-
schlechterung der Ergebnisse festzustell en, wahrend bei den Aufgaben 2 - 4, die mit der TIMSSIII -
Studie verglichen werden, eine zumindest minimale Verbesserung festzustellen ist. Durchgehend
Ist es so, dass Studenten, die mannlich sind, besser sind als die, die weiblich sind. Desgleichen ist
festzustellen, dass Studenten, die einen Mathematik-Leistungskurs wahrend ihrer Schulzet besucht
haben, besser sind als solche, die einen Grundkurs besucht haben. Zuletzt ist in fast allen Aufgaben
(bisauf Aufgabe 3) die Vorbildung nitzlich gewesen.

3.4.3. Exemplarische Betrachtung von Begrindung en der LOsungen

Die Loésungen der Studenten und Studentinnen sind ohne Sortierschliiissl mit Nummern versehen
worden, dass man bei Bedarf nadhschauen kdnnte, was sie bel anderen Aufgaben fir Lésungen
gegeben haben.

3.4.3.1. Aufgabe 1

Wiirden Sie lieber als erster oder als Zweiter zichen wollen?
“El als Erster 1 als Zweiter [ egal

b) Bitte begriinden Sie kurz thre Antwort!

ol (R o ol esto by oo Lok by

weflr Uyl so 2ol ud o(a7§’ﬂ&,0
i A_

-

<

(9 ste

Aufgabe 1 —Ldsungsversuch 1 (Studentin 3)

Diese Studentin ist leider nicht sehr weit gegangen mit ihren Uberlegungen. Sie scheint sich noch
nicht eenmal Gedanken dartiber gemadht zu haben, wie die Wahrscheinlichkeiten sind.

Studentin 3
Alter Geschlecht| Studien- | Mathe- | Vorge- | Aufgabe @ Aufgabe | Aufgabe = Aufgabe
richtung LK bildet 1 2 3 4
Mathe
200 W nein ja ja nein nein ja ja
M als Erster X als Zweiter 0 egal

b) Bitte begriinden Sie kurz thre Antwort!
Fes Zweites sk e Sclive 2e M w&al'?el [
das  Urne -
Aufgabe 1 —Losungsversuch 2 (Student 44)

Dieser Student scheint schon etwas weiter gedacht zu haben: Er hat sich Gedanken Uber die Wahr-

scheinlichkeit gemadt, dassdie weil3e Kugel gleich als erstes gezogen wird ( %) und dann Uber-

legt, wie wahrscheinlich dies ist, wenn schon eine schwarze Kugel gezogen wurde (4—19 ). Er hat

aber leider nicht konsequent zuende gedacdht.

Seite 15



Student 44

Alter Geschlecht| Studien- | Mathe- | Vorge- | Aufgabe @ Aufgabe | Aufgabe = Aufgabe
richtung LK bildet 1 2 3 4
Mathe
21 M ja ja ja nein ja ja ja
O als Erster 0 als Zweiter N egal

b) Bitte begriinden Sie kurz thre Antwort! .
Egol, o ol queosp. ol Lb-

=5 ol it sprtome 4ok, lolle cecd ot 4ole
elc, b liollct bze,
Aufgabe 1 —Ldsungsversuch 3 (Student 28)

Diesem Studenten mussman leider eine fehlerhafte Vorstellung von Wahrscheinlichkeit attestieren.
Wenn man seine Aussage fur bare Miinze nédhme, so wirde daraus folgern, dassdie Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses davon abhéngt, dassdas Ereignis schon eingetreten ist! Dabel ist es doch
eher so, dassdie Wahrscheinlichkeit eine Aussage madchen mochte, wie wahrscheinlich esist, dass
ein Ereignis eintreten wird! Es ist leider auch keine begriindete Annahme mdédlich, dasser einen
Losungsweg gewahlt hat, der adaguat ist. Dasser das Richtige angekreuzt hat, ist als Zufall anzu-
sehen, ndmlich dass ®ne verquere Vorstellung das richtige Ergebnis bringt.

Student 28
Alter Geschlecht| Studien- | Mathe- = Vorge- | Aufgabe | Aufgabe @ Aufgabe | Aufgabe
richtung LK bildet 1 2 3 4
Mathe
21 M nein ja ja ja ja ja ja
01 als Erster ‘ls Zweiter ﬁ(egal

b) Bitte begriinden Sie kurz Ihre Antwort! %/ "\l/f-;;;:}
A Charce _1:50 NG
2. - 1: 49 $6:49 = 7: 0
Aufgabe 1 —Losungsversuch 4 (Student 52)

Dieses ist ein sehr interessanter Losungsversuch. Er hat, wie einige andere Studenten auch, ver-
sucht, das Problem Uber einen Baum zu l6sen. Er hat zwar auch dieses nicht konsequent zu ende
gedacht, aber im Gegensatz zu den anderen den wesentlichen Schritt gemadht, namlich herausge-
funden, dassdie Wahrscheinlichkeit beim zweiten mal Ziehen genauso grol3 ist wie beim ersten
mal. Dies hatten die anderen grofdtenteils falsch bewertet. So kommt er — begriindet — zu dem Er-
gebnis, dassdie Wahrscheinlichkeit gleich groR3 ist. Er hat scheinbar nur eine Sache nicht bedadht,
was passere, wenn en drittes mal gezogen werden muss Dassdies in diesem Fall (50 Kugeln)
nicht tragisch ist, hat er zumindest nicht aufgeschrieben. Aber im Vergleich zu den anderen Lo6-
sungsversuchen ist diese ane (fast) richtige Losung.

Student 52
Alter Geschlecht| Studien- | Mathe- | Vorge- | Aufgabe @ Aufgabe | Aufgabe = Aufgabe
richtung LK bildet 1 2 3 4
Mathe
23 M ja ja ja ja ja ja nein
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3.4.3.2. Aufgabe 2

/3&4%7
\ ZO g % o
> oo N 7—;5 oo
@/gf/ \ aos £ 0,85~
U NG (G

Aufgabe 2 —Ldsungsversuch 1 (Student 52)

Als Begrindurg fur die (richtige) Losung der Aufgabe 2 hat dieser Student einfadch nur diese paa
Zahlen hingeschrieben, links ist eine Andeutung eines Baumes zu sehen und rechts ein paa Zah-
len. Ich denke, er hat die richtige Vorstellung gehabt und auch richtig gerechnet, jedoch entweder
keine Lust gehabt, es richtig zu notieren oder gar nicht die Fahigkeit dazu gehabt. Aber den Zahlen
kann man entnehmen, dass ®ine Gedanken undRechnurgen richtig gewesen sind.

Student 52
Alter Geschlecht| Studien- | Mathe- | Vorge- | Aufgabe @ Aufgabe | Aufgabe #Aufgabe
richtung LK bildet 1 2 3 4
Mathe
23 M ja ja ja ja ja ja nein

b) Bitte begriinden Sie kurz Ihre Antwort!

Aufgabe 2 —Losungsversuch 2 (Studentin 8)

Dieser Losungsversuch ist ein leuchtendes Beispiel dafir, dassdie Vorbildung nichts geniitzt hat,
ich wage sogar zu behaupten, eher geschadet hat. Denn was hat sie gemadt: Sie wusge, dassman
diese Aufgabe iiber einen Baum losen kann, und dassman an den Asten die Wahrscheinlichkeiten
notiert. Dann werden die Ergebnisee multipliziert und addiert — aber wer wird mit wem multipli-
ziert und wer mit wem addiert? Genau dieses hat sie dann leider vertauscht undist konsequent zu
einem Ergebnis gekommen, das vollkommen falsch ist. Per definitionem kann es gar nicht richtig
sein, dennihr eigentliches Ergebnis (17955%) ist kein moglicher Funktionswert des Wahrschein-
lichkeitmal3es. Hinzu kommt noch, dass sie die absolute Zahl 1,7955 (die auch noch ein wenig
falsch errechnet ist ) einfach mit einem %-Zeichen versieht, so dass es wieder plausibel ausseht.
Ihr fallt nicht auf, dassdies keine Losung der Aufgabeist, kreuzt demnach auch einfach nichts an.

Folgendes sehe ich bel ihr: Sie Uberprift ihre Rechnurg und die Ergebnisse nicht auf Plausibilitét
und baut ihr mathematisches Wissen nur auf dunKke Erinnerungen auf, die anscheinend aber nicht
gut fundert sind.

Mit diesem Beispiel hat man Gbrigens ein gutes Argument daf Ur, dassbedingte Wahrscheinlichkeit
(die ja hier eine wesentliche Rolle spielt) begriindet und bewiesen unterrichtet werden sollte, dass
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Schiler die Modlichkeit haben, die Zusammenhange zu verstehen, anstatt dassman sie einfach die
Pfadregeln auswendig lernen 1&[3t.

Studentin 8
Alter Geschlecht| Studien- | Mathe- | Vorge- | Aufgabe @ Aufgabe | Aufgabe = Aufgabe
richtung LK bildet 1 2 3 4
Mathe
19w ja nein ja nein nein nein ja

Interessant ist der Vergleich der Lésungsversuche 1 und 2 dieser Aufgabe. Hier stehen sich zwel
Extreme gegeniiber — der eine, der dierichtige Losung errechnet und de andere, diein der Notation
ordentlicher ist und sich ein wenig mehr auskennt — der eine, der weil3, was er madt, unddie an-
dere, die weil3, wie sie es notiert. Im Unterricht hat man meistens beide Sorten von Schilern, die
man dann irgendwie aisammenbringen muss eine nicht triviale Aufgabe.

3.4.3.3. Aufgabe 3

Raucher | Nicht-Raucher
Trinker 320 530

Nicht-Trinker| 20 130 Antwort: @( 289

b) Bitte begriinden Sie kurz Ihre Antwort!

f& = 93+ 002 = @3y

o= @32+ QSR> D,85
VPRM? = 3,4 2,85 = @/283

Aufgabe 3 —Ldsungsversuch 1 (Student 15)

Die Rechnurgen und Notationen sehen sehr gebildet aus, der Student ist vorgebildet, das merkt
man. Ich beflrchte nur, dasser ein wenig zu gebildet ist, dasser die Einfachheit der Aufgabe nicht
erkennt. Er mittelt die Daten erst, bevor er sie wieder miteinander verkniipft. Das Ergebnisist dann
leider falsch, aber — es seht doch gut aus, was er da geschrieben hat, oder?

Student 15
Alter Geschlecht| Studien- | Mathe- | Vorge- | Aufgabe Aufgabe | Aufgabe = Aufgabe
richtung LK bildet 1 2 3 4
Mathe
21 M nein ja ja nein ja nein ja
Raucher |Nicht-Raucher ) :
Trinker 320 530
Nicht-Tn‘enker 20 130 Antwort: 0’ 32

b) Bitte begriinden Sie kurz lhre Antwort!
[aslod  jaS905@nt davon 320 Ree bl
+ Trinker
Aufgabe 3 —L6sungsversuch 2 (Student 52)

Auch hier hat Student 52 de Aufgabe ekannt undgelost — de Begriindurg ist so simpel wie die
Aufgabe selber. Da braucht man nichts zu zu sagen auf%r: Welter so!
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Student 52

Alter Geschlecht| Studien- | Mathe- | Vorge- | Aufgabe @ Aufgabe | Aufgabe = Aufgabe
richtung LK bildet 1 2 3 4
Mathe
23 M ja ja ja ja ja ja nein

3.4.3.4. Aufgabe 4

b) Bitte begriinden Sie kurz Inre Antwort!
§ Tt snel buvek 4 m.- sl G pome/
Atk & faklup , .A. A0vom 28 Kok, 7R
A M\m

Aufgabe 4 — Losungsversuch 1(Student 12)

Dieser Losungsversuch zeigt einen typischen Fehler: Man Uberlegt sich, wie viedle Karten denn
durch 4 undwie viele durch 6 teilbar sind, addiert sie und schon hat man, wie viele Karten durch 4
unddurch 6 teilbar sind. Da misden eigentlich die metakognitiven Alarmglocken schellen undihn
darauf hinweisen, dassdies nicht notwendigerweise so sein muss es kdnnte ja sein, dasses Karten
gibt, die sowohl durch 4 as auch durch 6 teilbar sind (wie in diesem Falle 12 und 24). Leider hat
dieser Student das nicht bedacht und munter das Ergebnis angekreuzt.

Student 12
Alter Geschlecht| Studien- | Mathe- | Vorge- | Aufgabe  Aufgabe | Aufgabe = Aufgabe
richtung LK bildet 1 2 3 4
Mathe
20 M nein ja ja nein ja ja nein
oA 3 o = oc. 3 oo. 3 /lhrt%

b) Bitte begriinden Sie kurz Ihre Antwort!

Y F6 + §F70472 4 16418 20¥ 2 = 70 ko (g
Aufgabe 4 —Ldsungsversuch 2 (Student 52)

,Ubermut tut selten gut* — diesen Spruch méchte ich dem Studenten 52 zurufen. Nachdem er gut
die ersten drei Aufgaben gelost hat (siehe oben), geht er nun auch ganz forsch an die Aufgabe ran
und tibersieht, dasszum einen die 10 weder durch 4 noch durch 6 teilbar ist unddasser nur 9 Kar-
ten aufgeschrieben hat. Diesen groben Schnitzer kann ich mir nur als Fltchtigkeitsfehler erklaren —
die Gedanken im Kopf sind dabei richtig gewesen. Leider hat er aber durch seine Eile die Uber-
prifung sein gelasen.

Student 52
Alter Geschlecht| Studien- | Mathe- = Vorge- | Aufgabe | Aufgabe @ Aufgabe | Aufgabe
richtung LK bildet 1 2 3 4
Mathe
23 M ja ja ja ja ja ja nein

3.4.4. Interpretation der Ergebnisse

Als erstes bleibt festzuhalten, dassdie Gestaltung des Tests gelungen war — es sind Lésungsversu-
che mit 100% Richtigkeit und welche mit 0% Richtigkeit vorhanden, die meisten Studenten haben
um die 50% richtig gehabt. Alleine die erste Aufgabe scheint etwas zu schwer gewesen zu sein,
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dort sind de meisten richtigen Losungen aufgrundvon Zufall entstanden.

Festgestellt wurde: Allgemein sind die Studenten, die getestet wurden, bessr als die 12-Klasder,
die getestet wurden. Dies jedoch erfordert keine grof3artigen Erklarungsversuche — die Studenten
sind schlichtweg mindestens 2 Jahre dter und zudem noch eine Auswahl, die sich eher fir Ma
thematik interesgert.

Interessanter sind deshalb die Lésungsanséatze und Begriindurgen, die die Studenten geliefert ha-
ben: Es scheint zwei Kategorien von Studenten zu geben: Die einen, die den Uberblick haben, die
Wahrscheinlichkeitsrechnurg verstanden zu habe scheinen und fiir die sie kein Problem darstellen
im Kopf, die dafur aber Defizite in einer strukturierten Darstellungsweise haben und zum anderen
digenigen, die zwar Ahnurg von der Darstellung von Ergebnissen haben, die jedoch wenig Ver-
standnis von dem haben, was sie machen. Eine weitere Beobadhtung war zu machen: Gerade in der
Vorlesung vor dem Test wurde der Binominakoeffizient eingefihrt (mit dem man bedingte Wahr-
scheinlichkeit nach dem Schema ,,ohne zuriicklegen® und ,,ohne Berlicksichtigung der Reihen-
folge" berechnen kann). Dieser tauchte zusammenhangslos und ohne Begriindurg bel mehreren
Aufgaben einfadh so auf. Dies fuhrt zu dem Schluss dassdiese nicht-verstehenden Studenten sehr
Kalkul-orientiert gearbeitet haben, was im Sinne eines Verstandnis-geleiteten Unterrichts, wie ich
ihn oben angerisen habe, eher schadlich als nitzlich ist. Sie scheinen einfadh Formeln und Nota-
tionsformen im Hinterkopf zu haben und diese mit mehr oder weniger Uberlegung anzuwenden.
Hier musde man sagen: Der Unterricht sollte sich hin zu einem Unterricht &ndern, der mehr das
Versténdns von Problemldseverfahren fordert. Bel den anderen jedoch stellt man fest, dass sie
nicht so recht wissen, wie genau sie etwas aufschreiben. Prinzipiell sindjaldeen vorhanden, jedoch
sind diese nicht bis ins letzte durchdadht und verinnerlicht. Deshalb denke ich, man sollte den Un-
terricht auch dahingehend veréndern, dass Prézsion in der Darstellung verinnerlicht wird, wie es
die Mathematik ja eigentlich auch fordert. Die Erfolge liegen dabei auf der Hand: Zum einen ent-
stehen weniger Fehler durch falsche Interpretation des notierten und zum anderen kann man in ei-
ner prézisen Notation seine egenen Gedanken hbisins letzte durchdenken undverarbeiten.

Zusammengefasd sind also die Ergebnisse: Eine stérkere Verstdndns-Orientierung und eine gro-
Bere Sorgfalt in Hinsicht auf Prézision der Darstellung kénnten die Ergebnisse noch einmal im-
mens verbessern, jedoch sind de jetzigen Ergebnisse durchaus im Durchschnitt.
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