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2 1 DIE REIN-IMAGINAREN ELEMENTE EINER ALGEBRA

Vorbemerkungen

Bisher haben wir die Quaternionen als ein Beispiel fiir eine vierdimensionale
R-Algebra mit einer durch die HAMILTONschen Multiplikationstabelle defi-
nierten Multiplikation kennengelernt. In diesem Vortrag soll es nun darum
gehen, dieses Multiplikationsverhalten als eigenstandige Definition zu sehen,
die sich in allgemeinen Algebren als wichtig erweist. Insbesondere wollen wir
die Existenz von HAMILTONschen Tripeln unter bestimmten Bedingungen
untersuchen.
So kommen wir also zu folgender

Definition 0.1. In einer Algebra .7 mit Einselement e nennt man die drei
Elemente v, v und w ein HAMILTONsches Tripel, wenn die neun HAMILTON-
Bedingungen erfiillt sind:

2 2 2

Ut = w* = —e
W= Uy = —vu
(1)
U = VW = —Wv
V= WU = —UW

1 Die rein-imaginaren Elemente einer Algebra

Aus Kapitel 7, §3 kennen wir noch den Imaginérraum von H. Dort haben wir
folgende Definition gehabt:

Definition 1.1. In den R-Algebren C und H bezeichnet man die Menge der
Elemente x ¢ Re\ {0}, fiir die 2? € Re gilt, als Imagindrraum, also die Menge
aller imagindren Elemente, deren Quadrat reell ist.

Dies kénnen wir auch fiir eine allgemeinde R-Algebra .7 tun:

Definition 1.2. Fiir jede R-Algebra - ist
Im .o = {z .9 2> € Re und = ¢ Re \ {0}} (2)
die Menge der rein-imagindren Elemente.

Trivialerweise gelten folgende Aussagen iiber Im o d

Re N Im -7 = {0} (3)

uelm %7 = ouelm .7  fiir alle a € R (4)



Gleichung 3 koénnen wir uns sofort klar machen, und fiir Gleichung 4
geniigt es, sich anzuschauen, daf die beiden Bedingungen, daf ein Element
inIm .7 liegt, invariant gegeniiber der Multiplikation mit einem Skalar ist.

Allerdings folgt aus diesem noch nicht, daf Im 7 notwendigerweise ein
Untervektorraum von -7 ist. Ohne weiteres gilt nicht, dafs

wvelm &7 =u+velm . (5)

Wann dies der Fall ist, wird im n&chsten Paragraphen unter Punkt 2
vorgestellt.
Im allgemeinen Fall gilt jedoch das

Lemma 1.3. (Unabhéngigkeitslemma) Sind u,v € Im .o/ linear unab-
héngig, so sind auch e, u, v linear unabhéngig.

Beweis. Waren u,v und e nicht linear unabhéngig, diirften wir also ohne
Einschrinkung

v=ae+ fu mit «, § € R

fiir geeignete v und [ annehmen.
Durch Quadrieren und Umstellen sehen wir:

v = ae+ Pu
v = a?e’ + 2afu + Pud
200u = v° —a’e — [u?

Da nun aber v?, —a?e und —3%u? € Re gilt, miikte auch 208u € Re
gelten, und da u ¢ Re ist, gilt:
af =0

Dies wiederum jedoch hétte zur Folge, daf entweder @ = 0 oder g = 0
gilt, womit der Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von v und v bzw.
zuv € Im &/gegeben ist. ]

Da die folgenden Gleichungen fiir u,v € Im %elten:

(u+v)? = v+ uv+vu+ v

w +vu = (u+v)? —u?—v?€Re

kénnen wir des Weiteren sagen:

u,v,u+veIm - = uww+vu € Re (6)
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Satz 1.4. Ist -7 nullteilerfrei, so gilt u? = —we mit w > 0, w € R fiir u €

Im%u;ﬁo.

Beweis. Nach Definition von Im &/gﬂt u? = ae mit o € R. Wire a > 0,
kénnten wir o durch 3 definiert als 5% := a mit 3 € R ersetzen. Dann gilt:

0 = u”—ae
= u?— %
= (u—Be)(u+ fe)
Da -/ jedoch nullteilerfrei ist, muf einer der beiden Faktoren (u — Ge)

und (u + fe) gleich 0 sein, was zu u € Re fithrt und ein Widerspruch zur
Voraussetzung ist. O

Korollar 1.5. In nullteilerfreien Algebren kann man (wie bei C und H) eine
Normierung vornehmen, indem man jedes rein-imaginiare Element u' # 0
durch ein geeignetes Skalar 7 in ein Element v = yu’ mit u? = —e {ibergehen
laft. Fiir dieses v gilt tibrigens v = \% mit dem w aus Satz 1.4.

2 HAMILTONsche Tripel

Satz 2.1. Jedes Element eines HAMILTONschen Tripels ist rein-imaginér.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist einfach: die erste Bedingung, daf 2% €
Re ist, kann man an der Definition ablesen, und daf = ¢ Re \ {0} ist, folgt
daraus, daR es kein Element o € R gibt mit 2 = ae, so dak a?e = —e gilt. [

Satz 2.2. Ist u,v und w ein HAMILTONsches Tripel in J&/, so gilt:
1. Die Abbildung
e

ae + fu~+ yv + dw

f: H
(a,3,7,0)

ist ein Algebra-Monomorphismus.

—
—

(7)

2. Ru+Rv+Rw C Im &/, speziell enthéalt Im ./ einen 3-dimensionalen
Untervektorraum.

Beweis. 1. Um zu zeigen, dals f ein Monomorphismus ist, mufs gezeigt
werden, daf f ein Homomorphismus ist, und dafs f injektiv ist.



Daf f ein Homomorphismus ist, ist schnell klar, da f(e) = e, f(i) =
u, f(j) = v und f(k) = w. Somit ist

flzy) = f((ane+ Bri+ 7] + 01k)(ase + Boi + Y95 + 92k))

= flonase + a1 Bai + a1yaj + ardok + Broi + By Bai’
+ Bry2if + Prbaik + Y10 + Paji + N2l + ndajk
+ 01k + 61 Boki + 6172k + 6102k7)

= aiase + oy Bott + 0 Yov + 1w + Brogu + By Bou’
+ Bryeuv + Brauw + y1aav 4 71 Bavu + Y1720% + Y120w
+ 01w + 61 Fewu + 817w + 51 dpw?

= (are+ fru+ v+ dw)(age + Bou + v + Saw)

= f((are+ Bri + 77 + 01k)) f((aae + Boi + Yoj + 2k))

— f@)fW)

Die Injektivitdt von f ist dquivalent damit, dak e, u,v,w € .7 linear
unabhéngig sind. Dies konnen wir uns relativ schnell klar machen, wenn
wir iiberlegen, was Injektivitdt bedeutet: Es gibt nur ein Quadrupel
(cr, B,7,0), so dak f(«, 3,7,d) = 0. Also kénnen wir folgern:

fla, B,7,0) = ae + Bu+ v + dw =0
& (a,3,7,9) = (0,0,0,0)

Daf e, u,v und w linear unabhéngig sind, ist dquivalent zu demselben:

ae+ Bu+yv+ow =0
Ca=0=y=6=0
<:><O‘767775):<0,0,0,0)

Zuerst ist klar, daf 4 und v linear unabhéngig sind, da sonst v € Ru und
somit vu = wwv, also w = —w, also w = 0, was jedoch im Widerspruch
zu w? = —e steht.

Nach dem Unabhéngigkeitslemma 1.3 sind nun auch e, und v linear
unabhéngig.

Wairen jetzt jedoch e, u,v und w linear abhéngig, so giabe es eindeutig
bestimmte Zahlen p, o, 7 € R, so daf gilt:

w=uUv = pe+ou+TU
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Gébe es mehrere Darstellungen, so konnten wir schreiben, indem wir
zwei verschiedene Darstellungen von w nehmen:

0 = w—w

= (pe+ou+71v)— (pe+o'u+7'v)

Hieraus folgt allerdings wegen der linearen Unabhéangigkeit von e, v und
v, dals p = p', 0 = ¢’ und 7 = 7/, was ein Widerspruch dazu ist, daf
pe+ou+ Tvund p'e + o'u+ 7'v zwei verschiedenen Darstellungen von
w sind.

Wir setzen also an:

w=uv = pe+ou-+Tv

Uy = pu+au2 + Tuv
—U = pu—oe-+TWw
TW = —pu+oe—v

oe —pu = —U

w o= —+—+—

T T T

Wir durften durch 7 teilen, da 7 # 0 gelten muf, weil sonst —v =
pu — oe + Ow eine Darstellung von v durch u und e wire, was nicht
geht, da e, v und v schon linear unabhéngig sind.

Aufgrund der Eindeutigkeit jedoch mufl 7 = _71 & 72 = —1 gelten, was
ein Widerspruch zu 7 € R ist.

Somit haben wir auch die Injektivitidt des Homomorphismus gezeigt.

. Damit Ru+Rv+Ruw C Im .o gilt, miissen die beiden Bedingungen fiir
Elemente in Im - &/ Tiir alle Elemente der Menge Ru+Rv+Rw iiberpriift
werden. Da klar ist, daf gilt * € Ru+ Rv 4+ Rw = = ¢ Re \ {0}, muk
noch iiberpriift werden, ob gilt € Ru + Rv + Rw = 22 € Re:

(But o+ 6w = (But v+ bw)(Bu+ v+ dw)
= [ + Bryuv + Béuw + Byvu + y*v?
+ ydvw + Béwu 4+ yowv + §2w?
= —[%e+ fyw — Bov — Byw — e
+ you + Bév — yéu — 6%e
= —(B*++*+0%)e€Re



]

Aus dem Beweis zu Teil 1. von Satz 2.2 kann man erahnen, daf es wichtig
fiir die Konstruktion von HAMILTONschen Tripeln ist, zu einem Vektor p €
Im -7 einen linear unabhéngigen Vektor ¢ € Im .7 7u finden, so daf die
eine HAMILTON-Bedingung pq + gp = 0 erfiillt ist.

Fiir die Existenz eines solchen Vektors ¢ zu jedem p zeigen wir das fol-
gende

Lemma 2.3. Sei -&7 nullteilerfrei und U ein 2-dimensionaler Untervektor-
raum von Im .97 Dann gibt es zu jedem p € U ein g € U \ Rp, so daf gilt:

pq+qp = 0.

Beweis. Wir diirfen p # 0 annehmen, also p?> = ae mit a # 0 wegen Satz 1.4.
Man wéhle ein « € U, so daf p und z linear unabhéngig sind. Es gilt pr+xp =
Be, B € R (siehe Gleichung 6). Wahlt man nun ¢ := = + {p mit £ := —%, SO
gilt:

pg+aqp = plz+&p)+ (z+Epp
= e L)+
= p:p—l—wp—2£p2
2c
= fe— —ae
Q
= fe—fe
= 0

3 Existenz HAMILTONscher Tripel in alternati-
ven Algebren

Hat man nun zwei rein-imaginére linear unabhéangige Vektoren, so ist es
natiirlich, diese wie im Korollar 1.5 zu u und v zu normieren, so daf gilt:
u,v € Im M u? = v? = —e und wv = —vu. Damit sind «,v und w = wv
Kandidaten fiir ein HAMILTONsches Tripel.

Allerdings ist nicht sofort klar, daf vw = wu gilt, da man nicht ohne
weiteres in vw = v(uv) = —v(vu) umklammern darf. Deshalb fordert man
eine schwache Assoziativitdt:
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Definition 3.1. Eine Algebra .7 heikt alternativ', wenn fiir alle z,y € 7
die schwache Assoziativitdt gilt:

r(ry) = 2%y
(zy)y = zy? (8)

Damit ist jede assoziative Algebra alternativ.

Korollar 3.2. Ist eine Algebra .7 alternativ, so gilt auch

(xy)x = z(yx) fiir alle z,y € .7 9)

Beweis. Man ersetze y in (zy)y = xy? durch z + y. Dann gilt

(z(z+y)(z+y) = (zz+ay)(r+y)
= (zz)z + (v2)y + (vy)T + (2Y)Y

sowie

v(z+y)? = z(zr+ay+yr+yy)
= x(xx) + x(2y) + z(yr) + 2(yy)

Da diese beiden Gleichungen gleich sind, gilt auch (xy)x = z(yx). O

Satz 3.3. (Existenzsatz fiir HAMILTONsche Tripel) Es sei .7 ei-
ne alternative, nullteilerfreie Algebra mit Einselement e, und sei U ein 2-
dimensionaler Untervektorraum von Im . %7, Dann gibt es zu jedem Element

w € U mit u?> = —e ein v € U, so dak u,v,uv ein HAMILTONsches Tripel
bilden.

Beweis. Wie in der Einleitung zu diesem Abschnitt erlautert, gibt es ein
v € U mit v> = —e und wv = —vu. Da .97 alternativ ist, sind fiir v, v und
w := uv die HAMILTON-Bedingungen erfiillt:

vw = v(uww) = —v(vu) = —v*u = u = —uv? = —(ww)v = —wWv
wu = —(vu)u = —vu? = v = —u*v = —u(uww) = —uw

Bleibt noch w? = —e zu zeigen. Es gilt:

! Alternativ® ist hier wie alternierend, wechselnd zu verstehen, da der Assoziator
(zy)z — x(yz) das Vorzeichen wechselt.



vw? = (vw)w = uw = —v
v(w?+e)=vw*+v=—-v+0v=0

Da jedoch o7 nullteilerfrei ist, gilt w? = —e, die letzte der neun zu
zeigende HAMILTON-Bedingungen. [

4 Alternative Algebren

Alternative Algebren haben, wie wir in Satz 3.3 gesehen haben, eine beson-
dere Bedeutung. Deshalb hier zwei niitzliche Aussagen iiber sie, die fiir den
néchsten Paragraphen wichtig sind.

Satz 4.1. Jede alternative Algebra ist potenz-assoziativ.

Beweis. Es ist zu iiberpriifen, ob die Potenzregel 22" = 2™ x € 7 gilt.
Wir beweisen dies durch Induktion nach n:

Fiir n = 1 ist die Sache einfach: Gilt 2™z, so gilt auch z

Fiir den Induktionsschritt n — 1 — n brauchen wir die Alternativitat der
Algebra. Zusétzlich ist noch der Beweis der Moufang-Identitét erforderlich,
der hier jedoch nicht geleistet werden kann. Ein Beweis kann man unter
Richard D. Schafer: An Introduction to Nonassoziative Algebras, Dover Pu-
blications, 1996 finden.

m+1

n—l) n—1 — xm—l—lxn—l

" = 2" (xx = (z"z)x

Da nach Induktionsvoraussetzung schon gezeigt ist, daff z™*lz" 1 =

™t gilt, sind wir fertig. O
Satz 4.2. Jede alternative Divisionsalgebra -7 hat ein Einselement.

Beweis. Wir wihlen ein a € -7 mit a # 0. Da .7 eine Divisionsalgebra
ist, gibt es ein e € .97 mit ea = a mit e # 0 wegen a # 0. Weiter gilt:

ea = a
e(ea) = ea
e’a = ea (wegen der Alternativitét)
(e*—e)a = 0
e = e

Wir setzen an:
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elex —z) = e(exr)—ex
= e’r—ex
= 0

Somit mufs also gelten, dafs ex = x fiir alle z € g4 Analog kénnen wir
auch fiir ze = e vorgehen:

(xe — x)e (re)e — ze
re? — ze
0

Somit haben wir ein Einselement gefunden.
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